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Soient E un espace topologique, et F un espace uniforme. L'objet de cette etude est 
d'introduire une topologie sur F(E,F), ensemble des applications de E dans F, telle 
que toute limite d'une suite de fonctions continues soit continue et que, si une suite de 
fonctions continues converge en chaque point vers une fonction continue, elle converge 
vers cette fonction pour cette topologie. 

Plus precisement, nous definirons sur J-(E, F) une structure uniforme possedant les 
proprietes suivantes : 

1) C(E,F) est ferme dans F(E,F) muni de cette structure uniforme. 

2) La restriction de cette structure uniforme a C(E, F) est equivalente a la structure 
uniforme de la convergence simple. Nous etudions ensuite plusieurs applications de cette 
topologie. 

1 Structure uniforme de la V- convergence 

Soit E un espace topologique et soit F un espace uniforme. Soit W un entourage 
de F, A une partie finie de E et soit Uw,a l'ensemble des couples (/, g) G F(E, F) x 
F(E, F) tels qu'il existe des voisinages V ai , . . . , V an des points de A tels que Ton ait : 

VxguIUK, (f(x),g(x))eW. 



Proposition 1 Lorsque W decrit un systeme fondamental d 'entourages de F et lorsque 
A decrit l'ensemble des parties finies de E, les Uw,a decrivent un systeme fondamental 
d' entourages d'une structure uniforme sur J-(E, F), appelee structure uniforme de la 
V- convergence. 

DEMONSTRATION, il suffit de verifier que les axiomes des systemes fondamentaux 
d'entourages sont verifies (cf. [TJ Chap. 2 Structures Uniformes). Or : 

W 3 C Wi D W 2 U W3jAi ua 2 C U Wl ,Ai H Ww 2i a 2 , 

-i -l 
W CW^U W , A dUw,A 

2 2 
WlCW =>U\V 1: A C U W,A> 

et, comme chaque Uw,a contient la diagonale de F(E, F), la proposition est demontree. 
J-(E, F) muni de cette structure sera note Fv(E, F). 
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Proposition 2 La structure uniforme de la V-conuergence est plus fine que celle de 
la convergence simple et moins fine que celle de la conuergence uniforme locale. 

Ces proprieties se voient immediatement en comparant les filtres d'entourages de ces 
differentes structures uniformes. 

Proposition 3 L'ensemble C(E, F) est ferme dans F(E \F) . Les structures uniformes 
induites sur C(E, F) par les structures uniformes de la convergence simple et de la V- 
convergence sont equivalentes. 

DEMONSTRATION. 

v „ 

a) Soit g G C(E, F) adherence de C(E, F) dans Ty{E, F), soit x G E, montrons 

que g est continue en x : 

3 

Soient W et W des entourages de F tels que W'c W. II existe / G C(E, F) telle 
que (f.g) G Uw',x , c'est-a-dire qu'il existe un voisinage V^ 1 de xo tel que : 

VxGV^, (f(x),g(x))eW. 

D'autre part / etant continue, il existe un voisinage V% de xo tel que : 

VxeVl, (f(x)J(x ))eW, 

done 

Vx G Vj Q n Vl, (g(x),g(x )) eW'c W. 

done g est continue en x . 

b) II suffit de montrer que sur C(E, F) la structure uniforme de la F-convergence 
est moins fine que celle de la convergence, simple : i.e. pour tout Uw,a entourage de 
C V {E, F) il existe un entourage W de C S (E, F) tel que W C U W)A . Soit done 

U W ,A = {(f,g) :3V ai ,..., V an : Vx G U^K,, (f(x),g(x)) G W} 

3 

et soit W un entourage de F tel que W'c W. Considerons l'entourage de C S (E,F) 
defini par 

Ww>,A = {(f,g) : Va, G A, (f "(a,) , gfa)) G W'}. 
Le fait que f et g soient continues implique que Ww',a C Uw,a- 

REMARQUES 

1) Si la structure uniforme de F est definie par les serni-distances di, i G /, la 
structure uniforme de la ^/convergence peut se definir par les semi-distances : 

5i, A (f,g)= inf sup di{f{x),g{x)) 

oil Va k designe l'ensemble des voisinages de au dans E et A l'ensemble flni {ai, . . . , a n }. 

2) Si un flltre $ converge dans J-y(E.F) : f = lim^/j alors pour tout x dans E 
et tout entourage W de F, il existe un V G V x (ensemble des voisinages de x) et une 
fonction / ; G5 tels que / et soient voisins d'ordre W dans V. 
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Proposition 4 Soient E un espace topologique et F un espace uniforme s Spare, soit 
H C C(E.F) pour que H soit relativement compact pour la V -convergence, il faut et il 
suffit que : 

1) Vx H(x) soit relativement compact dans F et 

2) H C C(E.F), H designant la fermeture de H pour la topologie de la convergence 
simple. 

DEMONSTRATION. 

D'apres la proposition 3, ces conditions sont suffisantes. Montrons qu'elles sont 
ncessaires : 

Supposons done H relativement compact pour la ^-convergence, Vx G E l'appli- 
cation / i— >■ f(x) de J-'y(E.F) dans F est continue, puisque la ^-convergence est plus 
fine que la convergence simple, done H(x) est relativement compact dans F. 

Pour la meme raison H C H s et, puisque l'injection canonique de J-y(E,F) 
dans J r s {E^F) est continue, H est compact dans J- S (E,F), done ferine. Comme H 
contient H, necessairement H contient H\ S , done H = ' . D'apres la proposition 3, 
on a done : H* C C(E,F). 

2 Critere de ^/-convergence 

Meme si F est complet, J r y(E,F) n'est pas necessairement complet ; toutefois il 
existe un critere de convergence qui, comme celui de Cauchy, ne fait pas intervenir la 
limite du filtre etudie : 

Proposition 5 Soit E un espace topologique et soit F un espace uniforme complet 
defini par les semi- distances d i7 % e /. Une condition necessaire et suffisante pour 
qu'un filtre 5 sur J-y(E, F) soit convergent est que : 

\/i G J,Ve > 0,Va G E, 

3A G d ■■ V/ G A, 3V a :VxeV a ,BBe$:VgeB 
di(f(x),g(x)) < e. 

DEMONSTRATION 

Condition necessaire. Si 5 ^-converge vers £, on a : 

Vi G J,Ve > 0,Va G E, 

3Ae$:VfeA, 3V a : G V a : d i (f(x),£(x)) < |. 

Soit x fixe, le filtre $(x) converge vers £(x) dans F, done 3B :\/geB, di(g(x),£(x)) < 
|, d'ou le resultat. 

Condition suffisante. On remarque d'abord qu'elle implique que le filtre $(x) est un 
filtre de Cauchy dans F, soit £(x) sa limite, alors on voit qu'elle implique que le filtre 
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$ V- converge vers £. 

REMARQUE. Si F est seulement sequentiellement complet, on a un critere analogue 
pour les suites. Par exemple, si Y est un espace vectoriel norme sequentiellement com- 
plet, une suite {/„} converge dans J~v{E, F) si, et seulement si : 

We > 0, Va G X, 3N : Vn > N, W a n : Vx G V a n , 3P:Vp>P: \\f n (x) - f p (x)\\ < e. 

On deduit de ce critere les applications suivantes : 

Proposition 6 SoientX un espace topologique, Y un espace de Banach. Soit {f n } une 
suite a 1 ' applications continues de X dans Y . On suppose que la serie £ n \\fn\\ converge 
en chaque point x vers une fonction S(x) continue. Alors la serie J2 n f n (x) converge 
vers S(x) continue. 

DEMONSTRATION. Comme || Yl = J P fk(x) \\ < Yl = J P \\fk(x) \\ , le fait que la srie £ \\f n (x) || 
F-converge entraine, d'apres le critere ci-dessus, que la serie J2 n fn(%) U-converge. 

Proposition 7 Soit {f n } une suite d' applications continues de X dans un espace 
de Banach Y verifiant \\ £^ =0 fk(x)\\ < A(x), A(x) etant localement bornee. Soient 
{e n (x)} continues de X dans K. tendant vers zero pour n — > oo, et telles que la serie 
Yin \ £ n( x ) — £ n-i( x )\ converge uers une fonction continue. Alors la serie £ n f n (x)e(x) 
converge vers une fonction continue de X dans Y. 

Cette proposition se demontre comme on demontre habituellement la regie d'Abel pour 
les series en utilisant le critere ci-dessus au lieu du critere de Cauchy. 

3 Sous-ensembles fermes pour la V- convergence et 
proprieties uniformes semi-locales 

Soient toujours E un espace topologique et F un espace uniforme ; on dira qu'une 
propriete P (P C F(E,F)) est uniforme semi-locale si, et seulement si, pour tout 
/ G F(E, F) la condition : 

Vrr G E, VW entourage de F, 3g G P et 3V G V x avec f et g voisines d'ordre W sur V 
implique / G P. 

Proposition 8 Pour que P C F(E.F)) soit une propriete uniforme semi-locale, il 
faut et il suffit que P soit ferme pour la V -convergence. 

La condition ci-dessus est en effet equivalente a la suivante : 

WA C E, A fini , WW entourage de F,3g G P et 3V n G V a „ avec f et g d'ordre W sur U n V r , 
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qui peut elle-meme s'enoncer 



VWvk,a entourage de J-"v{E, F),3g <E P tel que / et g soient d'ordre Ww,a 
c'est-a-dire / G P d'ou la proposition. 

Dans la suite nous allons rechercher quelques proprietes uniformes semi-locales. 
Exemples : continuity, si F = R semi-continuite inferieure ou superieure. De meme on 
montre facilement le resultat suivant : 

Proposition 9 Soient X un espace topologique et Y un espace uniforme metrisable, 
soit a n G X avec lima n = a. Soit H{ an y V ensemble des fonctions de X dans Y telles 
que lim„ f(a n ) existe. Alors : 

a) i?{ a „} est ferme dans Fy^X.Y) ; 

b) si une suite de fonctions f p G H{ an y V -conuerge vers g on a : 

lim(lim/ p (a„)) = \\mg(a n ). 

p n n 

En particulier l'ensemble des fonctions reglees de R dans R est ferme pour la V- 
convergence. 

Proposition 10 Soit X un espace topologique et soitY un e.v.t. Le sous-espace vecto- 
riel J~ib{X, Y) de F(X, Y) des fonctions localement bornees est ferme dans Ty{X, Y). 
La structure de la V -convergence est compatible avec la structure d 'espace vectoriel de 
ce sous-espace et est localement convexe si Y Vest. 

DEMONSTRATION 

a) Etre localement borne est une propriete uniforme semi- locale done J-w(X, Y) est 
ferme. 

b) Soit W un voisinage de dans Y ; les ensembles 

W WA = {/ : 3K G V an : \/y G U n V n , f(y) G W} 

forment, lorsque W decrit l'ensemble des voisinages equilibres de dans Y, un systeme 
invariant par homothetie et forme de voisinages equilibres. 

Comme on voit facilement que la ^-convergence est compatible avec la structure 
de groupe additif de J-^(X, V) et comme les / G J-^X, Y) sont localement bornees et 
done les W^fl J-^iX, Y) absorbants, la structure de la ^-convergence est compatible 
avec la structure d'espace vectoriel de J r it,(X,Y). La derniere assertion resulte de ce 
que, si W est convexe, Ww,a l'est egalement. 

Proposition 11 Soit X localement compact et soit \x une mesure de Radon positive 
sur X. L'ensemble des fonctions /i-mesurables et l'ensemble des fonctions localement 
/i-integrable sont fermes pour la V -convergence. 
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DEMONSTRATION 

Cela revient a montrer que les proprieties d'etre //-mesurable et d'etre localement 
//-integrable sont des proprietes uniformes semi- locales. Soit done / G F{X, R) telle 
que : 

Vx G X, Ve > 0, W G V x et 3f e y telle que \f - f £ y\ < e dans V, 

f £ y etant \x — mesurable (resp. localement /x-integrable) . 

Soit K un compact de X. II existe un nombre fini de V soient Vi, . . . , V n recouvrant 
K. La fonction g £ definie par 

g £ = f £ y k sur V k \{^=lVi) 

est //-mesurable (resp. localement /z-integrable) si on choisit les \4 ouverts, et Ton a 
Ids — f \ < e dans K. Done / est //-mesurable (resp. localement /t-integrable) . 

Si Y est metrisable, J^viX.Y) n'est pas necessairement metrisable; toutefois on a : 

Proposition 12 Soit X un espace localement compact denombrable a Vinfini et soit 
Y un espace uniforme metrisable. Soit A C J-y{X,Y) ; si f e A, il existe un sous- 
ensemble denombrable A\ de A tel que fo G A 1 . 

DEMONSTRATION 

Soit d une distance sur Y definissant la structure de Y. Soit K un compact de X ; 
on voit en utilisant la compacite de l'espace K m que, pour tout couple d'entiers m, n , 
il existe une partie finie A m ^ n de A telle que, pour tout ensemble de m points tk de K, 
il existe / G A mjH et des voisinages V* G V tfc tels que d(/o, /) < \ sur U™ =1 V fe . D'ou on 
deduit la propriete, puisque X est reunion denombrable de compacts. 

Proposition 13 Soient X, Y deux espaces metrisables, X etant localement compact 
denombrable a Vinfini. Alors 

a) Vensemble des fonctions boreliennes est ferme dans Fy^X^Y). 

b) Pour tout ordinal denombrable a, Vensemble des fonctions boreliennes de classe 
a est ferme dans Ty{X^ Y). 

DEMONSTRATION 

Cette proposition se demontre exactement comme la proposition 11 : Avec les 
memes notations g £ est borelienne (resp. borelienne de classe a) des que les f £ y k sont 
boreliennes (resp. boreliennes de classe a) et les \4 fermes. Comme g £ approche / 
uniformement sur K, on en deduit que la restriction de / a K est borelienne (resp. 
borelienne de classe a). II en resulte, puisque X est reunion denombrable de compacts 
done de fermes, que g est borelienne (resp. borelienne de classe a). 

Les deux propositions suivantes sont les expressions en termes de ^-convergence de 
proprietes de fonctions continues. 
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Proposition 14 Soit H C F(X, Y), X compact, Y metrisable, H etant forme d' appli- 
cations continues et tel que toute suite de points de H admette une valeur d' adherence 

— v 

pour la V -convergence. Alors H est compact. 
DEMONSTRATION Cf. Bourbaki [2J Chap. IV,§2, ex. 15. 

Theoreme de Stone- Weierstrass. Soit X un espace compact et H C C(X,M.) tel 
que : 

(u G H et v G H) =^> (sup(u, v) G H et inf(w, v) G H). 
Alors H u = H V ou H u designant la fermeture de H pour la convergence uniforme. 
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